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关键词 奥斯古德 北京大学数学系 实变函数 复变函数 数学传播
中图分类号 N092∶ O1-09





奥斯古德(William Fogg Osgood，1864 ～ 1943 年)是美国著名数学家、哈佛大学数学系
教授。1934 至 1936 年，他作为北京大学研究教授在数学系进行了为期近两年的讲学活
动(封二)。他主要开设了函数论方面的课程，1936 年由北京大学出版部出版了两本英文
著作———《实变函数》(Functions of Ｒeal Variables)［1］和《复变函数》(Functions of a Com-
plex Variable)［2］。探究他开设的数学课程和这两本著作，可以深入了解和认识他在中国
传播函数论的情况，有助于了解当时北京大学对外学术交流和数学系教学的状况、抗战前
国外数学家来华讲学的内容，以及 20 世纪 30 年代中国数学发展的大背景。
目前，虽有学者论及奥斯古德的讲学活动［3 ～ 6］，但对其在北京大学的具体授课内容和
上述两本著作都鲜有关注，更未见专门的探讨。哈佛大学数学系教授沃尔什(Joseph L．
Walsh，1895 ～ 1973 年)在他所撰《奥斯古德》一文中，指出上述两本著作大部分内容取材
于奥斯古德的《函数论教科书》(Lehrbuch der Funktionentheorie)。［7］这种观点容易使人认
为这两本著作大部分内容照搬于《函数论教科书》，而事实不然。








奥斯古德是 20 世纪中前期美国数学界的一位重要人物。1882 年进入哈佛大学学
习，1887 年获硕士学位后到世界数学研究中心哥廷根大学，师从哥廷根学派前期领袖克
莱因(Felix Klein，1849 ～ 1925 年)。1889 年转入埃尔兰根大学，在代数几何学领袖人物诺
特(Max Noether，1844 ～ 1921 年)指导下于 1890 年获博士学位。此后任教于哈佛大学数
学系，1903 年升为教授，1913 年获潘金斯(Perkins)数学教授名誉，1918 至 1922 年任系主
任。( ［7］，79 ～85页)1904年当选美国科学院院士。1905 至 1906 年担任美国数学会主席。
1898、1913年担任美国数学会讨论会讲师(Colloquium Lecturer)。
图 1 1934 年 8 月 1 日北京大学与
奥斯古德签订的合同









教科书》、《初等微积分》(A First Course in the Dif-








① 据 1935 年 2 月北大核定的《国立北京大学核发薪金清册》，奥斯古德的每月薪额在北大最高，为 700 元国币
(合款) ，实际较上述合同中规定的每月薪额多 100 元。当时北大校长蒋梦麟的每月薪额为 600 元国币，校中
教授(不包括奥斯古德)的每月薪额最高的为 500 元国币，如冯祖荀、江泽涵都是如此;副教授每月薪额是从
280 至 320 元不等。详见《国立北京大学核发薪金清册》(王学珍、郭建荣主编:《北京大学史料》第 2 卷，北












系、南开大学算学系的训练模式。( ［8］，14 ～ 15 页)奥氏在哈佛大学数学系任教 43 年，熟
谙哈佛训练模式，无疑是引入哈佛训练模式的一个合适人选。
据哈佛大学档案［12］、北大与奥氏签订的合同［11］，江泽涵于 1934 年 8 月前已与奥氏
取得联系，希望他到北大数学系讲学。后得到已在哈佛大学退休的奥氏的同意。而且奥
氏建议按照哈佛大学数学系本科生和研究生一年级课程的精神，分别重新组织北大数学
系的初等、高等课程。1934 年 8 月 20 日，江氏在致哈佛大学数学系教授伯克霍夫(George
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新学制时，又将它纳入理科“数学门”课程。［17］在奥氏之前，北大数学系已开设过函数论方
面的课程，如:1916 年的“函数论”、“函数各论”［18］，1924 ～ 1925［19］、1925 ～ 1926［10］、1926
～ 1927［20］年度的“函数通论”，1925 ～ 1926 年度的“函数各论”［10］，1929 ～ 1930 年的“实数







































法、判定级数收敛的柯西积分判别法、关于 lim un + 1 /un = 1 例子的判
别法、库默尔准则(Kummer's Criterion)、交错级数、带任意正负项的级
数、无穷乘积、超几何级数












5 一致收敛(Uniform Convergence) 函数级数、一致收敛、魏尔斯特拉斯 M 判别法、函数级数的连续性、幂
级数、阿贝尔引理、二项级数、级数的积分、级数的微分、二重极限和 s
(n，m)定理、级数的微分的应用、奇点的凝聚




Transformations of Infinite Series)
无穷级数收敛的初等定理，收敛级数的交换律、结合律，二重级数，级
数的级数(Series of Series) ，关于幂级数的定理，伯努利数，余切函数的
发展，多变量解析函数，正则曲线、约当曲线






累次积分、证明2u /xy = 2u /yx、广义积分、二重极限、积分的一致









10 Γ函数(The Gamma Function) Γ函数的定义、差分方程、高斯积(Gauss's Product)斯特林公式
11 傅里叶积分(Fourier's Integral) 傅里叶积分的定义及相关引理，傅里叶积分的收敛、微分法，导出积分
(Derived Integrals) ，对于多变量函数的傅里叶积分
12 微分方程、存在性定理(Differen-
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学习实变函数论的入门教科书，也反映出奥氏开设的“实数函数论”课程重在为学生打基
础。













作业:“新鲜而仔细地”学习奥氏的《微积分导论》(Introduction to the Calculus)［25］的“无穷
级数”一章(第 14 章) ，也重新学习其《高等微积分》(Advanced Calculus)［26］“不定式”一章
(第 10 章)。( ［1］，33 页)关于第 2 章的正则序列方法，此书强调这是个中间方法，是“一
条容易达到山顶的路。旅行者购票、乘坐缆车。许多人喜欢这种旅行方式。但是有些人
喜欢攀岩和穿越溪流。如果心脏好，肌肉强壮，这样的登高有其优点。”( ［1］，61 页)再
如，第 5 章第 4 节介绍函数项级数连续的定理及其证明后，加脚注提示学生:“值得花时间
学习这个定理和它的几何学上的证明，解释一致收敛的条件:sm(x)－ ε ＜ sn(x)＜ sm(x)+
ε。这个条件意味着全部后来的近似曲线位于以曲线 y = sm(x)－ ε和 y = sm(x)+ ε 为边





学分”。此课将 3 种欧美数学家的原著列为参考书: (1)Pierce 的 Newtonian Potentials①;
(2)美国数学家拜尔利(William Elwood Byerly，1849 ～ 1935 年)的《傅里叶级数与球谐函
数》(Fourier' s Series and Spherical Harmonics) ; (3)苏格兰数学家格雷(Andrew Gray，1847
～ 1925 年)和马修斯(George Ballard Mathews，1861 ～ 1922 年)合著的《贝塞尔函数及其对
物理的应用》(A Treatise on Bessel Functions and Their Applications to Physics)。此课纲要
为:“吸引物质之牛顿势函数。电磁势函数。Poisson 积分。级数展开。算学的物理学中
一次偏微分方程式之解法，及实际计算引起之展开问题。”( ［13］，8 ～ 9 页)这反映出此课
6
① 这似指美国数学家皮尔斯(Benjamin Osgood Pierce，1854 ～ 1914 年)的《牛顿势函数理论元素》(Elements of the









对数的势函数。”［14］此课使用 3 种参考书:(1)美国数学家柯蒂斯(David Ｒaymond Curtiss，
1878 ～ 1953 年)的《复变函数》(Analytic Functions of a Complex Variable) ;(2)美国数学家
皮尔庞特(James Pierpont，1866 ～ 1938 年)的《复变函数》(Functions of a Complex Varia-
ble) ;(3)法国数学家古尔萨(douard-Jean-Baptiste Goursat，1858 ～ 1936 年)著、美国数学
家赫德里克(Earle Ｒaymond Hedrick，1876 ～ 1943 年)翻译的《数学分析教程》(A Course in
Mathematical Analysis)第 2 卷第 1 部分。［14］它们都是关于复变函数或相关领域的经典著
作。
1933 年 4 月 1 ～ 6 日，国民政府教育部在南京举行天文、数学、物理讨论会。这次讨
论会将“复变函数论”列入全国大学数学系最低限度必修课程，议定其内容包括“复数运
算，Cauchy Ｒiemann微分方程式，等角写照，Cauchy 诸基本定理，奇点，剩余定理及其应
用，整函数，周期函数，解析的推广。”( ［23］，105 ～ 107 页)将奥氏“复数函数论”课程纲要
内容与这次讨论会议定的“复变函数论”课程内容相比较，我们发现:“同形变换”与“等角
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续表 2
章次 章名 主要内容
4 黎曼曲面(Ｒiemann's Surfaces) 黎曼曲面举例、函数 w = za、w2 = G(z)函数、关于多值函数、函数 w3 －
3w = z、双棱锥体函数(Functions of the Double Pyramid)、线性变换、代
数函数










数留数、达布定理(Darboux's Theorem)、圆上矩形的映像(Map of a
Ｒectangle on a Circle)
7 解析延拓(Analytic Continuation) 解析延拓的定义及相关定理、沿着曲线的解析延拓、单演解析函数及
其例子、代数函数、单值化、函数元素、带自然边界的函数、函数关系
的不变性、椭圆函数












1)此书第 3 章已对“共形映射”有专门介绍。第 6 章“共形映射”内容主要是引入一个新定理。
2)此书第 5 章包括代数基本定理的内容，是通过刘维尔定理证明的。第 6 章的代数基本定理是引入了另一种证明
方法。
3)此书第 5 章对调和函数已有介绍。第 8 章介绍调和函数，是由此引入对数位势的内容。
4)第 8 章“共形映射”的内容，主要是引入调和函数在共形映射下不变这个定理。





首先，在内容编排上，此书 9 章中有 5 章与课程纲要内容一致或大体一致:第 2 章“解
析函数、线性变换”与“一个复变数的线性变换”大体一致;第 3 章“共形映射”与“同形变
换”一致;第 4 章“黎曼曲面”与“Ｒiemann 曲面”一致;第 5 章“柯西定理”与“Cauchy 的函
数论的基本定理”一致;第 8 章“对数位势”与“对数的势函数”大体一致。第 7 章“解析延
拓”还包括代数函数的内容。而且上述内容是依次对应，无顺序颠倒的情况。












1989 年美国数学会出版的《美国数学一百年》(A Century of Mathematics in America)第
二部中刊有沃尔什所撰《奥斯古德》一文。文中有如下一段文字:






年此书第 1 卷出版至第 5 版。沃尔什所言“这两本著作大部分内容取材于《函数论教科
书》”主要指此书第 1 卷第 5 版。因为分别与奥氏《实变函数》、《复变函数》有关的实变函
数和单复变函数的内容均在《函数论教科书》第 1 卷;而奥氏在《复变函数》序言中说此书
常见的参考文献是其《函数论教科书》第 1 卷(1928 年出版的第 5 版) ( ［2］，ⅲ ～ⅳ页) ;
《实变函数》有 5 处②明确提到和引用《函数论教科书》，其中有 2 处③注明参考的是《函数
论教科书》第 1 卷第 5 版;另有 2 处注明参考的是此书第 1 卷，仅有 1 处注明参考此书第 2
卷第 1 分册。
据笔者考察，奥氏《实变函数》、《复变函数》确有不少内容取材于《函数论教科书》。
其中，也不乏基本照搬的情况。如《实变函数》第 4 章的罗尔定理及其证明( ［1］，101 ～
102 页)［28］、隐函数存在性定理及其证明( ［1］，119 ～ 122 页;［28］，65 ～ 69 页)、第 5 章一
致收敛定义( ［1］，134 页;［28］，94 ～ 95 页)、魏尔斯特拉斯 M 判别法及其证明( ［1］，136
～ 137 页;［28］，100 ～ 101 页) ，《复变函数》第 5 章的柯西积分定理及其证明( ［1］，105 ～





这段文字的英文原文为:After Osgood's retirement from Harvard in 1933 he spent two years (1934 ～ 1936)teach-
ing at the National University of Peking． Two books in English of his lectures there were prepared by his students and
published there in 1936:Functions of Ｒeal Variables and Functions of a Complex Variable． Both books borrowed
largely from the Funktionentheorie．
即《实变函数》第 130、139、241、262、310 页脚注。参见参考文献［1］第 130、139、241、262、310 页。
即《实变函数》第 241、262 页脚注。参见参考文献［1］第 262 页。
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不过，这两本著作取材于《函数论教科书》第 1 卷第 5 版的有些内容经过较大程度的
改编。如关于导数定义，《实变函数》与后书的表述即明显不同。两书的表述，如表 3 所
示。
表 3 《实变函数》与《函数论教科书》第 1 卷第 5 版导数定义比较表
《实变函数》的定义
( ［1］，97 页)
《函数论教科书》第 1 卷第 5 版的定义
( ［28］，19 页)
Let a function f(x)be defined in the neighborhood of a point，x =
x0 ． Form the difference-quotient:
1)
f(x0 + Δx)－ f(x0)
Δx
，
where x0 + Δx is a point of the above neighborhood，distinct from
x0 ． If the quotient approaches a limit as Δx approaches 0，the function is
said to have a derivative，or be differentiable，at the point x0 ． We write:
2) lim
Δx = 0
f(x0 + Δx)－ f(x0)
Δx
= Dxy = f'(x0)．
If the ratio 1)approaches a limit when Δx approaches 0 passing on-
ly through positive values，f(x)is said to have a forward derivative． And
similarly for a backward derivative． If，and only if，these two are equal，
will f(x)have a derivative in the point x0 ． But if x0 is an end point of
the domain of definition of f(x) ，then f(x)is said to have a derivative
in the point x0 if the forward or backward derivative exists．
If a function has a derivative in a point，the function is continuous
in the point． But the converse is not true，as will presently be shown．
If the difference-quotient 1)becomes infinite as Δx approaches 0，
the function is said to have an infinite derivative． In particular，we may
have
lim
Δx = 0 +
f(x0 + Δx)－ f(x0)
Δx
= + ∞，or － ∞;
and similarly for limΔx = 0 － ． When，however，we say of a function
that it has a derivative，we shall use the word only in the sense of a prop-
er derivative，and exclude the case that the difference-quotient becomes
infinite．
If f(x)has a derivative at every point of an interval，open or not，
the function is said to be differentiable in the interval．
Sei die Funktion
y = f(x)
für alle Werte von x in einem Intervalle eindeu-
tig erklrt und seien x0，x0 + Δx zwei Punkte





f(x0 + Δx)－ f(x0)
Δx
Ist x0 ein innerer Punkt des Intervalls und kon-
vergiert Δy /Δx beim Grenzübergange limΔx = 0
gegen einen Grenzwert，so definiert man letz-
teren als die Ableitung der Funktion f(x)im
Punkte x0 und bezeichnet ihn mit f'(x0) :
lim
Δx = 0






f(x0 + Δx)－ f(x0)
Δx
= + ∞，－ ∞，
so sagt man，f(x)hat im Punkte x0 eine un-
endliche Ableitung und nennt zum Gegensatz die
eigentliche Ableitung eine endliche Ableitung．
Wir werden jedoch unter den Worten:”f(x)
hat eine Ableitung“verstehen，sofern das Ge-
genteil nicht ausdrücklich bemerkt ist， daβ
eine endliche Ableitung，d． h． ein eigentlicher
Grenzwert vorliegt．
由表 3 可见，关于导数定义，《实变函数》的表述较为细致。而且，在自变量的增量的
极限方面，《实变函数》与《函数论教科书》第 1 卷第 5 版关于无穷大导数的定义的表述也
存在细微的差别。《实变函数》是从自变量的增量 Δx 趋于 0 +和 0-两种情况进行表述的，
而《函数论教科书》第 1 卷第 5 版仅从 Δx趋于 0 这一种情况进行表述。
不妨再举一例。《复变函数》第 3 章“共形映射”中关于函数 w = za 的内容取材于《函




表 4 《复变函数》与《函数论教科书》第 1 卷第 5 版关于 w = zα 和 w = zm 内容比较表
《复变函数》关于 w = za 的内容
( ［2］，51 ～ 52 页)
《函数论教科书》第 1 卷第 5 版关于 w = zm 的内容
( ［28］，259 ～ 260 页)
Consider the map defined by the function
1) w = za
whereis α is a positive real number． Let
z = r(cosφ + isinφ) ，w = Ｒ(cosΦ + isinΦ)．
Then
Ｒ(cosΦ + isinΦ)= ra(cosαφ + isinαφ)．
Hence
2) Ｒ = rα，Φ = αφ + 2kπ．
Thus a circle about the origin，z = 0，goes over
into a circle about the origin，w = 0．
Consider a sector of a circle:
3) 0≤r≤r1， 0≤φ≤φ1，
Let  = αφ and assume that αφ1 = π，1 ＜ α． Let
r1 = 1;then Ｒ1 = 1． Thus a sector of the unit cir-
cle in the z-plane，whose angle is φ1 = π /α，is
open out like a fan on a semicircle． And yet，not
wholly like a fan，for the points of the z-figure are
drawn in toward the centre． If， for example，
α = 2，the points on the circle r = 12 go over into
points on the circle Ｒ = 14
Ist m eine positive ganze Zahl，so ist die Funktion f(z)= zm in
der ganzen z-Ebene eindeutig und analytisch． Da die Ableitung f'(z)
= mzm － 1 im Punkte z = 0，sonst aber nirgends，verschwindet，sofern
m ＞ 1 ist，so erweist sich damit die Abbildung der Umgebung eines
beliebigen Punktes z0≠0 auf die w-Ebene als ein-eindeutig und kon-
form．
Setzt man
z = r(cosφ + isinφ) ，
w = Ｒ(cosΦ + isinΦ) ，









φ =Φ + 2kπ{ m ，
wo k = 0，1，…m-1 ist．
Wir wollen hier Φ zunchst auf das Intervall
0≤Φ≤π
beschrnken und zugleich k = 0 nehmen． Dadurch wird φ zu einer ein-
deutigen Funktion von Φ in diesem Intervall． Bei dieser Festsetzung
wird eine beliebige innerhalb des Winkels 0≤φ≤π /m gelegene Figur
der z-Ebene ein-eindeutig und konform auf eine Figur der oberen
Hlfte der w-Ebene abgebildet． Insbesondere heben wir zwei Bereiche
hervor∶ a)der Sektor des Einheitskreises 0≤r≤1，0≤φ≤π /m wird
auf den Halbkreis 0≤Ｒ≤1，0≤Φ≤π bezogen;b)dem Winkel 0≤
φ≤π /m entspricht die ganze Halbebene 0≤Φ≤π．
在表 4 中，由于 a与 m均表示正实数，w = za 与 w = zm 实际表示同一函数。从分别对
w = za 和 w = zm 的介绍看，《复变函数》的表述要较《函数论教科书》第 1 卷第 5 版的表述
简要。这一方面体现于前者对 w = za 的引入和条件的陈述;另一方面体现于前者对 Ｒ 与
r、Φ与 φ的关系的表述。不仅如此，通过比较表 4 左右两栏可知，《复变函数》与《函数论

































研究院(Institute for Advanced Study)的约翰逊(Marie M． Johnson)在《国家数学杂志》
(National Mathematical Magazine)发表书评，推荐此书。其推荐理由是:此书强调新方法，
有许多初等定理的细节是奥氏的德文著作②所省略或仅简略提及的，加入了最近的参考













数学系开设“实变函数论(Ⅰ) (1937 ～1938年度)”、“实变函数论(Ⅱ) (1937 ～1938 年度)”、“复变函数论(1938 ～
1939、1939 ～1940、1942 ～1943各年度)”课程。详见:北京大学、清华大学、南开大学、云南师范大学编《国立西
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William Fogg Osgood and the Dissemination of Theories
of Functions in China
GUO Jinhai
(Institute for the History of Natural Sciences，CAS，Beijing 100190，China)
Abstract As a research professor of the National University of Peking，William Fogg Osgood
(1934 ～ 1936) ，the well-known American mathematician and Harvard University mathematics de-
partment professor，taught at the mathematics department of the National University of Peking from
1934 to 1936． He mainly offered courses on theories of functions，and was the first foreign mathema-
tician to systematically disseminate the theories of functions in China． During this period，he wrote
two books published by the University Press in 1936，Functions of Ｒeal Variables and Functions of a
Complex Variable． Some of the content of these two books originated from his Lehrbuch der Funk-
tionentheorie，though considerably adapted． They are the earliest textbooks on these subjects pub-
lished in China． The manuscript of Functions of Ｒeal Variables was his teaching materials for the
course on theories of functions of real variables． Functions of a Complex Variable is closely related to
the content of the course of theories of functions of a complex variable． His teaching activities not on-
ly made the department's courses about theories of functions more specialized，promoted the dissemi-
nation of theories of functions in China，but also gave students training in the mode of Harvard Uni-
versity，narrowing the gap between them at the international level．
Key words William Fogg Osgood，mathematics department of Peking University，Functions of
Ｒeal Variables，Functions of a Complex Variable，dissemination of mathematics
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